Kit de survie du lycéen:
Ce qu'il faut connaitre en priorité

1) Inégalités - Etude du signe d’une expression

a) Opérations sur les inégalités

Regles usuelles :

Pour tout a : r<yert+a<y+a méme sens
Pour tout k£ > 0: r<y=kr<ky méme sens
Pour tout £ < 0: r<y=kxr>ky sens contraire
Pour z et y de méme signe: z<y= — > — sens contraire

r oy

Pourz >0ety>0: r<y= 1% <y’ meéme sens
Pour z >0ety>0: r<y=Vr<.,y meéme sens
Si f croissante * : x<y= f(z) < fly) méme sens
Si f décroissante * : z<y= f(z) = f(y) sens contraire

(* sur un intervalle contenant x et y)

» Ezemple :

e Sachant que 3 < x < 5, que peut-on en conclure pour ?
1 1

3<l‘<5=>—5<—$<—3$—2<3—J&‘<0:>37<—§
-

b) Inégalités classiques

’Pour tout z : —1<cosz <1 ; -1 <sinx < 1.

c) Signedear+b (a#0)

On détermine la valeur de x qui annule ax + b, puis on applique la regle : < signe de a apres le 0 >.

T —00 ,é +00
a

T
ar +b signe de (—a) (0 signe de a
|

d) Signe de az? +bx+c (a#0)

On calcule la discriminant A = b? — 4ac (sauf cas évidents)
e Si A < 0, on applique la régle : < toujours du signe de a >.

x —00 +00

az® + bz +c signe de a

e Si A =0, on calcule la racine double : 1 = ——.

a
On applique alors la regle : < toujours du signe de a et s’annule pour z = x7 >.

T —00 T1 +00
T

az? +br+c signedea (0 signedea
1

—b— VA —b+VA

e Si A > 0, on calcule les deux racines : 11 = ————— et x5 = >
a a
On applique alors la régle : < signe de a a I'extérieur des racines >.
T —00 Ty T2 +o00
T T
az? +bx +c signedea 0 signede (—a) 0 signedea
1 1

(on suppose que x1 < Z3)




e) Utilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe

Les cas les plus classiques :

N7 270
(minimu; positif)

@/3&7\9@\@

(f croissante) (f décroissante)

(maximum négatif)

f) Pour les autres expressions :

Pour étudier le signe d’une expression A(z) (qui n’est pas du premier, ni du second degré et apres avoir factorisé au
maximum) sur un intervalle I, on résout I'inéquation A(z) > 0 (on cherche ce qui annule 'expression et ot mettre

le(s) signe(s) +).

» Ezemple : Etude du signe de (3 —Inz) sur I = ]0; 4-00].
3—-lmr>0e3>hrehnE) >reed >
On en conclut que l'expression s’annule pour = e et qu’il faut mettre le signe + pour 0 < z < €2 :

e 0 e3 +OO

3—Inzx + 0 -

2) Etude de fonction
a) Limites

e Limite d’une somme :

( )+ )=1+0U | ( )+ () =400 | ( )+ ( ) = -0
7 Incaliieed 2
()+( ) —=+0| ( )+ ( ) —=-00

3 ST Bnsiiined

e Limite d’un produit :
()x()=ixl | ()x( ) =400 | ()x[( )—=—00
—~ —~~

—l —’ —1>0

—I>0 ——0o0 —I<0  ——o0 —+o00  —+o0
()x( )—=+400| ()x( )—=-00

~—~ ~— ~—

——00 ——00 ——00 —4o00
e Limite de l’inverse :

Lo Lol | 2=y LI N
- 1 - 0 o
() ! () () ()
~—~ ~—~ ~—~
—1#0 —+oo 0+ 0-

e Limite d’un quotient :

Pour les quotients (autres que les fonctions rationnelles en £00), on « sépare la fraction > : )



e Formes indéterminées :

Les deux cas de forme indéterminée sont : ( )+ ( ) ; ( ) x( )
~— = ~— =~
—+o00  ——00 —Fo0 —0

e Polynémes et fonctions rationnelles en +oo :

e En too, la limite d’une fonction polynome est égale a la limite de son terme de plus haut degré.

e En +o0, la limite d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des termes de plus haut degré du
numérateur et du dénominateur (ne pas oublier de simplifier le quotient des termes de plus haut degré avant de
déterminer la limite).

b) Asymptotes

e Si lim f(x) = %00 alors la droite d’équation = = @ est une asymptote verticale a C.
Tr—a

e Si linlzl f(z) = b alors la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale & Cy en %oc.
T—r 00

c¢) Position relative de deux courbes

Pour déterminer la position relative entre deux courbes C et Cy, on étudie le signe de f(z) — g(z) (méthode
aussi valable pour les asymptotes horizontales) :

e si f(x) — g(x) > 0 pour tout = d’un intervalle I, alors Cf est située au dessus de Cy sur I.

e si f(x) — g(z) <0 pour tout x d'un intervalle I, alors C est située en dessous de Cy sur I.

d) Dérivation

e Dérivées des fonctions usuelles :

f@=am 1 @=0 | f@=ewtbs @ =a | f@=cm =1
f@) == fi@=2 | f@) == @) =32 | f@)= =)=
@)= =10 =% | J0)= %=l @ =% | @ =visT0 =
f(z) = cosz = f'(z) = —sinz | f(z) =sine = f'(z) = cosz

e Opérations sur les fonctions dérivables :

Fonction Fonction dérivée Fonction | Fonction dérivée
f+g f+4q r? 2f' f
1 f!
kf (kréel kf = -
( ) 7 Iz
f flg—Ff4g
fyg f'g+rd 4 %

e) Tangente

e Si f est dérivable en a alors une équation de la tangente & C'y au point d’abscisse a est : y = f(a)+ f'(a)(z —a)
(le coefficient directeur de la tangente est égale & la valeur de la dérivée)

e Pour déterminer les abscisses des éventuels points de C'y ou la tangente admet un coefficient directeur égal a
m, il suffit de résoudre 'équation f’(z) = m.

3) Fonctions logarithme népérien et exponentielle

a) Existence

e In z n’existe que si x > 0.
e ¢” existe pour tout réel z.

» Ezemple :
La fonction f définie par f(z) = In(x — 1) n’est définie que sur |1; 00| car il faut que x — 1 soit strictement positif.



b) Lien entre Inz et e”

ey=e"Shy==x

eln(e”)==x ; e"? =z (pour = > 0)

c) Valeurs particuliéres

elnl =0 ; lne=1

1
ol =1 ; el =e ; e l=—

e
d) Propriétés algébriques
Sia>0etb>0:

1
In(ab) =lna+Inbd ; In () =—Ilna ; ln(%) =Ilna—1Inb
a
1
Pour tout entier n, In(a"™) =nlna ; Inya= 3 Ina
Pour tous réels a et b :
a b a+b 1 —a e a—b
e’ xe’=e ; —=e ; — =e
) ea ) eb
Pour tout n € Z, (e*)" = e
» FExemples :
1
Siz>0, In (2> = —In(2?) = —2Inz
T

Pour tout z, (6_1)2 x e = e 2% x 3% =

e) Signe de Inz et de €”

e Signe de Inz :
Si0 <z <1 alors Inz est strictement négatif.
Si z > 1 alors Inx est strictement positif.
Inl1=0.

e Signe de e* : pour tout réel x, e® est strictement positif.

f) Equations et inéquations

eSia>0etb>0:

lna=lnbsa=b ; lnha<lhbesa<b ; lna<lhbsa<hb

et =¢b = a=b ; et <eb s a<h ; e <eb e agh
elhr=aszx=¢" ; hr<ael<z<e* ; lnz>a&sax>e
eSia>0:e"=a<zrz=lna ; e€<aszxr<lna ; e >a<zx>Ilna

» Remarque :
Pour les équations et inéquations avec logarithme, ne pas oublier de commencer par définir les conditions d’existence
(les expressions contenues dans un logarithme doivent étre strictement positives).

» Exemples d’équations et d’inéquations :
e Inx + In2 = 5. Condition d’existence : x > 0.
Avec cette condition :

e’ e’
1113:—!—1112:5(:)111(23:)=5<:>2x=e5<:>a:=5. S = {}

e In (x +2) < 1. Condition d’existence : t+2 >0 & x> —2.
Avec cette condition :
h(z+2)<lez+2<esr<e—2. S=]-2;e—2]

02 — 2% _3=0< X2 —-2X —3=0 avec X = €.
A=16; X=-1louX=23.



D’ou, ¥ = —1 (impossible) ou e* =3 < 2 =1n3. S ={ln3}

5 In5 In5
oe“’<5e_‘”<:>e‘”<—<:)62‘”<5(care”>0)<:>2x<ln5<:>x<n7. S:}—oo;n[.
em

g) Limites

Situation en +oo :

e lim Inx =400
x—-+00

. . Inx . "
e Pour tout entier n >0, lim — =0 ; lim — =40
z——+oo " z—+o0 Inx

(on dit que ™ est plus fort que lnx en +00)

e lim e" =+
r—+0o0
e.'L' n
e Pour tout entier n >0, lim — =400 ; lim — =0
z—+oo " z—+o00 e¥

(on dit que €® est plus fort que x™ en 400 : on en déduit que € est aussi plus fort que Inx en +00)

Méthode générale en cas de FI en +oo : Mettre le plus fort en facteur en haut et en bas.
» Exemples :

. . Inx . Inx .
e lim Inzx—x= lim z(——-1]=—-o00ccar lim — =0et lim =+
x——+00 r—400 x r—4+o00 I r—+400
x? x?
e lim 3¢*—22= lim e*(3—"=)=4oc0car lim ——=0et lim e® =40
T—+00 T—+00 et r—+oo et T—+00
. T . T 1 . x ) 1
e lim = lim — X ——=<=0car lim —=0e lim 1+—=1
z—+o0 e® + 1 z—+o00 eT (]_ + @) z—+o0 eT z—+00 e’
Situation en O :
° lim0 Inx = —o0
>0
e Pour tout entier n > 0, hII(l) 2" xIlnz =0

x>0

Méthode générale en cas de FI en 0 avec un logarithme : on essaie de faire apparaitre z" x Inz.
» Exemple :

1 1
lim — +lnz=1lim — (14+zlnz) =400 car lim — = +oo et lim zlnz =0

z—0 1 z—0
x>0 x>0 x>0 x>0

Situation en —oo :
e lim =0
r—r—00
e Pour tout entier n > 0, lim 2" xe* =0
r—r—00

Méthode générale en cas de FI en —oo avec un exponentiel : on essaie de faire apparaitre =™ x e®.

» Exemple : lim e* (;r,2 + 1) = lim 2%e® +e*=0car lim 2% =0et lim e =0
r— — 00 r—r — 00 r— — 00 r— — 00

h) Dérivées

1 u’
o(lna:)/ZE ; (lnu)/:;(u>0)
e (™) =¢® ; (%) =u'e"
» Ezemples :
[In(z? + 1)]’ = xfi T [e?]) = —e
i) Puissances
e Pour tous réels a et b avec a > 0 : a® =@ ; In (ab) =blna

1
e Pour tout réel £k > 0: a2® =k < x = ko (dans ]0; +oof)

» FExemples :
Inb

2" =5&mm(2)=lnberh2=hisz=
In2



1
o 20 —10<:)m—10 9—e(@xmlo)
e Pour tout z, (3%) :(Il“3)/:1n3xe’”ln3:1n3x3x.

4) Primitives

e I est une primitive de f sur un intervalle I si F' est dérivable sur I et si pour tout = de I, F''(x) = f(z).

e Si Fy est une primitive de f sur intervalle I alors toutes les primitives de f sur I sont de la forme F(x) =
Fy(z) + C ou C est une constante réelle.

e Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

e Primitives des fonctions usuelles : (F' représente une primitive de f)

22
f(z)=a= F(z) =ax f(ﬂ?):.l’:>F(aj):?
x3 24
f(w)=;12:>F(a:)=—§ f(I):xfl,jﬁF(a:)z—QiQ
f(@) = % = P(o) =2
f@) = = = F)=Inz fl#) = e = F(a) = @
f(:t):SinxﬁF(x)chosx f(I)ZCOSCliﬁF(x):sinx
f(z) =sin(az + b) = F(z) = —% cos(ax +b) | f(z) =cos(axr +b) = F(z) = % sin(az + b)

e Formules générales :

forme de f une primitive de f exemples

U'u U; f(z) =cosz x sinx = F(z) = (Sinzx)Q

U’ U; fl@) = 44z + 1) = F(a) = 22D ; D
U’ —1 3z° -1
72 (U(z) #0)) T f(x):mﬁF(x):m
U’ -1 7 -1
s (U(z) #0)) BT f($)=W:>F()_W
% (U(z) > 0)) InU flz) = ﬁ = F(z) = In(dz+1)

U’'eY eV flx)=—e "= F(zx)=e"

e Recherche pratique d’une primitive :

Pour les fonctions usuelles, on utilise directement les formules.

Pour autres fonctions, il faut d’abord identifier la forme qui ressemble le plus a la fonction. Si on a la forme exacte, on utilise
directement la formule correspondante. Dans le cas contraire, on écrit la forme exacte qu’il faudrait pour la fonction f et on
rectifie en multipliant par le coefficient adéquat.

» Ezemple : Soit f définie par f(z) = e>*T*. On pense & la forme U’eY (dont une primitive est eV) .

On écrit que f(z) = 1 x 33 Une primitive de f est donc F définie par F(x) = ée3z+4.

3

forme exacte

5) Calcul intégral

Soit f une fonction continue sur un intervalle I :
° ll?our tousa et bde I :

/ f(z)de = [F(:c)]z = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur I.

» Exemple :

In2
/ 3% d = [¢¥] 7 =¥ — 0 = ) 1 —n® 18 _1=7,
0



Propriétés de I’intégrale :
Pour f et g continues sur un intervalle I et pour a, b et cde I :

o/baf(a;)d:c:—/abf(a:)dx.

o/bf (x) d:z:+/cf (2) dx:/cf (z) dz (Relation de Chasles)
/ (f+9g)(x)dx = / f(z)de + /b (x) dx (linéarité de lintégrale)
e Pour tout réel k, / (kf)(z) dx = k/ f(z) dz (linéarité de lintégrale)
e Sia<betsi f(x) >0 sur [a,b] alors/ f(x)dx >0
e Sia<betsif(x) <O sur [a,b] alors/ f(z

b
e Sia< bet81f()<g()sur[aba10rs/f /g(x)da:

Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Si f est continue sur [a, ], la valeur moyenne de f sur [a,b] est égale a

1 b
e IOL
Calculs d’aires

f et g sont deux fonctions continues sur [a, b].

e Si pour tout = € [a,b], f(x) < g(x) alors l'aire de la partie du plan comprise entre les courbes de f et g et les
b

droites d’équation = a et x = b est égale & / g(x) — f(z) dr en unités d’aire.

a
(< intégrale de la plus grande moins la plus petite > )

e Si pour tout = € [a,b], f(z) > 0 alors laire de la partie du plan comprise entre la courbe de f, l'axe des
b

abscisses et les droites d’équation = a et x = b est égale a / f(z) dr en unités d’aire.

a
e Si pour tout = € [a,b], f(z) < 0 alors laire de la partie du plan comprise entre la courbe de f, l'axe des

abscisses et les droites d’équation x = a et = b est égale a —/ f(z) dz en unités d’aire.

» Remarques :
. 9 . 2 . . . 7, fha 9 .
e Pour avoir l'aire en cm?®, il faut multiplier le résultat en unités d’aire par :
(la valeur en cm d’une unité sur 'axe des abscisses) X (la valeur en cm d’une unité sur Paxe des ordonnées).
e Pour déterminer 'aire entre deux courbes, il faut d’abord connaitre leur position relative sur I'intervalle en question
afin de savoir quelle est < la plus grande > et < la plus petite >.

6) Suites

a) Suites géométriques

On passe d’un terme au terme suivant en multipliant toujours par le méme nombre g appelé raison de la suite.
ePourtout n:Upt1=qxU, ; U,=q¢"xUy; U,=¢"PxU,

e Si pour tout n, % = constante alors (U, ) est une suite géométrique de raison égale & la constante.
" 1— q’ﬂ*erl 1— qnb de termes

[ ] Up+Up+1+"'+Un:Up X 17_61:1erterme>< 1—_q

(pour g # 1)

» Exemple :

Soit (U,,) la suite géométrique de ler terme Uy = 5 et de raison b = 2.
Ui=q¢*xUy=2*x5=80; Uig=q"xUy=2"x5=5120
Pour tout n, U, =q¢" x Uy =5 x 2" .

9
= 2555.

1—
Up+Ui+---+Ug=5x 1



b) Limite de ¢" avec ¢ >0

esi0<g<lalors lim ¢"=0.

n—-+oo

esig>1lalors lim ¢"=4oc0.
n—-+4oo
esig=1alors lim ¢"=1.
n—-+oo
» Exemples :
n
e lim (\/§) = 400 car v/3 > 1.
n—-+oo
. 1\" _ 1 . 1 ’ni . 1 ’ni
ongr}rloo?.x (17 (5) ) =3 car 0 < 5 <1, donc ngrfoo(i) =0et ngrfoolf (5) =1

c) Détermination du plus petit entier n tel que ¢" > a (si¢g>1) outel que ¢" <a (si0<g<1)

’ Méthode : on isole ¢" et on utilise que In (¢") = nlng.

» FExemples :
e Recherche du plus petit entier n tel que 2™ > 3000 :

2" > 3000 < 1In (2™) > In(3000) < nln2 > In3000 < n >
In 3000
In2
e Recherche du plus petit entier n tel que 0,8™ < 0,01 :
0,8" < 0,01 < In(0,8") < 1n(0,01) < nln0,8 <In0,01 < n >

L 0,01
n0,8

In 3000
In2

~ 11,55. Le plus petit entier qui convient est donc 12.

(car In2 > 0).

Or

In0,01
In0,8

~ 20, 64. Le plus petit entier qui convient est donc 21.

(car In0,8 < 0).

7) Equations différentielles

a) Equations différentielles de la forme y’ +ay = b

e Les solutions de I'équation différentielle y’ 4+ ay = 0 sont les fonctions f définies par f(z) = ke *.

b
e Les solutions de 1'équation différentielle y’ 4+ ay = b sont les fonctions f définies par f(z) = ke™** 4 —.
a

» Ezemple : : Résolution de y’ + 4y =8 (a =4; b =238)

8

b
e Les solutions sont définies par f(z) = ke ™ + -~ = ke ™% 4 — = ke 4 4 2,
a

e Recherche de la solution particuliere telle que f(0) =1 :
Cela revient a déterminer k tel que f(0) =5 < ke +2=5 &k =3.
La solution particuliere cherchée est donc définie par f(x) = 3e™1% + 2.

b) Equations différentielles de la forme y” + w?y = 0

Les solutions de I’équation différentielle y” + w?y = 0 sont les fonctions f définies par f(x) = Acos(wx) +
Bsin (wx).

» Ezemple : : Résolution de y” + 4y = 0 (on a w? =4 : on peut prendre w = 2)
e Les solutions sont définies par f(x) = Acos(2x) + Bsin (2z).

e Recherche de la solution particuliere telle que f(0) = v/3 et f/(0) =2 :

f(0) =3 < Acos0+ Bsin0 =3 < A=+/3.

Pour tout z, on a f'(z) = —2Asin (2x) + 2B cos (2z).

f'(0)=2< —2A4sin0+2Bcos0=2<2B=2< B=1.

La solution cherchée est définie par f(z) = /3 cos (2z) + sin (2x).



8) Complexes

a) Forme algébrique - Calculs dans C

e Tout complexe s’écrit de fagon unique sous la forme algébrique =z = a + ib
(a et b réels) avec i = —1.

e g est la partie réelle et b est la partie imaginaire .

e Le conjugué de z est Z = a — ib.

e Pour écrire un quotient de complexes sous forme algébrique :

— si le dénominateur est de la forme ib, on multiplie en haut et en bas par i;

— si le dénominateur est de la forme a + ib, on multiplie en haut et en bas par le conjugué du dénominateur.

» Ezemples de calculs dans C :

 3i(3 +4i) = 3i + 12i* = 12 + 3i

o (1422 =12+2x1x2+(2)2=1+4i—4=-3+4i
R

1 1 1 -1

241 (2+1)(3-21)) 6-4i+3i—2° 8-i

312 B+aB-2)  2+2 13
1+iz 1+iz
Résolution de 1’équati =z: = 1+iz=(-1+3i
* Résolution de Iéquation ——— =2 : ——— ze l+iz=(—-1+3i)z
el1=(-142): s 1 1 ><_1_2i -1-2i —-1-2i
= (- )z & z= = = = .
—1+42 —-1+2 —-1-2i 12422 5
Propriétés sur les conjugués : 3
2+ =z2+7 ; 22 =72 (i/):i(z’;éO)
z 2!

b) Forme trigonométrique - Module et arguments

Pour z = a +1ib (a et b réels) :
e Le module de z est : |z| = va? + b2

a partie rélle
cosf= —=——
] ; || module
e Si z # 0, tout réel 0 tel que o o
00 b partie imaginaire
sinf = — =

e module
est un argument de z. On note arg z = 0 + 2k7 (k € Z)

e Pour tout 6, on pose e = cosf +isiné.
i0
o el 5 it — (i(0+6)) . L —ei0 . & o) . (eia)" — ¢ind
b 610 ) 6191 )
® Ieiel -1 : (619) — e—ie : ei(9+2k7r) _ eié)

e Si un complexe non nul admet » comme module et # comme argument alors z = r ¢!’ (forme trigonométrique
ou forme exponentielle)

0

e Siz=re% avec r >0 alors |z| = r et arg z = 0 + 2k.

ere? =1 e (avecr >0et ' >0) < r=ret =0+ 2knr.

» Exemple de passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique :

V3

o ="
COS B)

1
i 0 = =
sin 3

Soit 2 = V3 +1i. 2| = (\/3)2"‘12:2- =>9:%~D’oﬁz:2ei%.

» Ezemple de passage de la forme trigonométrique a la forme algébrique :

2= 46T =4 (cos (%) +isin (%)) —4 (? +i‘f) — 23 +12V2.



» Autres exemples classiques d’utilisation de la forme trigonométrique :
e Calcul de (1 —1)*2. 1l est hors de question de faire le calcul sous forme algébrique.
On détermine d’abord la forme trigonométrique de z=1—1:

1 V2

cosl) = — = —

V2 2
. 1 V2
sinf = —— = ——

V2 2
127 N
(1-i)12 =212 = (\/i)u e 4 =64e 3" =64 (cos (—37) +isin (—37)) = —64

|z| = V12 +12 = /2. :Gz—Z.D’oﬁz:\/ﬁe*i%.

o Soit z1 = V2+1V2 et 2o = V3 + 1. Calculer la forme trigonométrique de z1, zo et Z—l. En déduire la valeur de

2o
() wsn(5)
COS 12 € 12 .

LT LT
En calculant le module et un argument de z; et 23, on montre que z; = 2¢'4 et que z; = 2¢'6. On en déduit que

LT
¥
21 2e 4 (T T z1
— = = (T76) = 12, Ainsi T est un argument de —.

P =
op A V2HiV2 _ (V2+iv2) (VB-)  (VB+V2) +i(VE-Vv2)
’ z9 \/§ +1 4 4 '
T partieréllede 2 /64 /2
€0 (E) ~ modulede & 4
22
Donc,

LT partie imaginaire de % V6 —1/2
o <E) B module de % o 4

c¢) Complexes et géométrie

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, u, 7)

e L’affixe du point M ( ; ) est zpy = ¢ +1iy.

zZA + 2B
—

oL’aﬂixeduvecteurV(Z)est Zp = +1y.
®Z B =2B— 24 ; zﬁ+7=zﬂz+27 ; ZkﬁZk'Zﬁ

e L’affixe du milieu I de [AB] est z; =

e Si M est d’affixe z alors |zp| = OM et arg zp = ( ,5?\7) (z £0).

M

B

arg zZy

v

o| u

e Si A et B sont deux points distincts d’affixes z4 et zp :
la distance AB est égale & |z — z4] et (7,@) =arg(zp —za) .

B

arg (2 — 2a)

<=L
b




e Pour déterminer la nature d’un triangle ABC, il suffit de calculer ses cotés avec AB = |zp — z4],...

e Pour montrer que deux vecteurs ﬁ et 7 sont colinéaires, il suffit de montrer qu’il existe un réel k tel que

zp =k z2g.
e Pour montrer que trois points A, B et C sont alignés, il suffit de montrer qu’il existe un réel k tel que
Zga =k 253

e Pour montrer que les droites (AB) et (C'D) sont paralleles, il suffit de montrer qu’il existe un réel k tel que
zgp =k 2g3-

e L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — z4| = r (r > 0) est le cercle de centre A et de rayon r (car
|z —zal=r< AM =71) .

e L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — z4| = |z — zp| (24 # zp) est la médiatrice du segment [AB]
(car |z — za| = |z — 2| & AM = BM).

» Exemple : Soit A et B les points d’affixe z4 = 2 + 2i et z5 = 4i.

La distance OA est égale & |z4] = v/22 + 22 = /8.

La distance OB est égale a |zp| = V02 + 42 = 4.

La distance AB est égale & |25 — 24| = |[4i — (24 2i)| = | — 2 + 2i| = V22 + 22 = /8.

On en déduit que le triangle OAB est rectangle et isocele en A car AO = AB et AO?> + AB? = OB2.
Si on veut une mesure de I'angle <7, ﬁ), il suffit de déterminer un argument de z4 :

cos@z%: QX\[‘/E:%

8 V2 :>9:f:>(77@{):ﬁ+2]m,
g = 2 = /BE i 1

V8 2v2 2

L’angle entre les vecteurs /@ et /@ est tel que (E,ﬁ) =arg <Z‘4‘é> (avec A# Bet A#C)
z

A

=

9) Probabilités

a) Loi binomiale

e On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire ne présentant que deux issues possibles

(contraires I'une de l'autre).
e On appelle schéma de Bernoulli toute répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

» Ezemple : Lancer un dé avec pour issues contraires < obtenir un 6 > et < ne pas obtenir un 6 > est une épreuve de
Bernoulli. Lancer le dé 10 fois est un schéma de Bernoulli (on répete Pépreuve de Bernoulli) .

» Remarques :
e Les deux issues contraires d'une épreuve de Bernoulli se note en général S (pour < succes< ) et S. La probabilité

que S soit réalisé est noté en général p (la probabilité de S est alors (1 — p)).

e Pour s’assurer que l'on a bien affaire a un schéma de Bernoulli, il faut vérifier que chaque expérience prise isolément
n’admet que deux issues possibles (contraires 'une de l'autre), que le < succes< a toujours la méme probabilité
d’apparaitre et qu’il y a bien indépendance entre chacune des épreuves de Bernoulli successives.



Etant donné une épreuve de Bernoulli ou la probabilité d’obtenir un succes
-7 S est p et le schéma de Bernoulli consistant a répéter n fois de maniere

/ 5T indépendante cette épreuve.
S Si note X la variable aléatoire qui a chaque issue possible du schéma de Ber-
) m 5 noulli associe le nombre de fois o est apparu un succes S, la loi de probabilité

de X est appelée loi binomiale de parametres n et p et est notée B(n, p).
e Probabilité d’obtenir k succés (0 < k < n):

S n n—
’ X =k)= ()9 (1-p)"
I=p S (Le coefficient (:) s’obtient avec la calculatrice : n nCr k )
I1-p S e Espérance de X : E(X) =np
n épreuves e Variance de X : V(X) = np(1 — p)

e Ecart-type de X : 0(X) = \/np(1 — p)

» Exemple :
Si on lance 7 fois de suite un dé et si on note X le nombre de 6 obtenus, on répete 7 fois I’épreuve de Bernoulli :
< obtenir un 6 (probabilité : %) - ne pas obtenir un 6 >.

1

X suit donc la loi binomiale de parametres n =7 et p = 5.

La probabilité d’obtenir exactement trois fois un < 6 > est égale a : (%) (%)3 (%)4 .

La probabilité de n’obtenir que des < 6 > est égale a : (%)7

La probabilité de n’obtenir aucun < 6 > est égale a : (%)7

L’espérance de X (nombre moyen de <« 6 > que l'on peut espérer obtenir en répétant un grand nombre de fois
Pexpérience aléatoire) est égale & np = %.

b) Loi uniforme

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a; b] lorsque pour tout intervalle I, inclus dans
[a; b], la probabilité de I’événement « X appartient & I > est égale a l'aire du rectangle de base I et de hauteur
1

ki | % 7] |

“ I

e Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a; b] alors pour tous réels « et § inclus dans [a; b], on a :

f-a 4

b—a

| I/ I /ﬂ |
8

- b—a a a b
a—a 1
p(X<a=pa<X<a=2=2 LY g
- a a b
b—8 L %
p(X},B):p(ﬂ<X\b): - b—a 7777
- a ] b
p(X=a)=0 = I

a a b

(on a les mémes résultats avec des inégalités strictes)
+0b

a
e Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a; 0] alors I’espérance de X est égale &




c¢) Loi exponentielle

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parameétre A sur [0; 00| lorsque pour tout
intervalle I, inclus dans [0; +oo[, la probabilité de 1’événement <« X appartient a I > est égale a aire sous la
courbe sur I de la fonction f définie par f(z) = Ae "

Fa) = Ae
%
|/| t t t t T t |
0 i

On a donc p(X € 1) :/ Ne M dz.
zel

e Si une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A sur [0; +oo[ alors pour tous réels «
et § inclus dans [0; +o00[, on a :
p B
pla< X <B) = / Ae Mdp = [—e_m}

[e3

p(Xga):p(Onga):/ Ae Mdx = [—e_m]
0 0

p(XM):l,p(KX@):1,/"Aemdm:1,[,em}
0

(on a les mémes résultats avec des inégalités strictes)
e Si une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A sur [0; +oo[ alors ’espérance de X

¢ égale & -
est egale a —.
galea

» Ezemple : La durée de vie X (en heures) d’un composant électronique suit la loi exponentielle de parametre A = 0,0006 sur
[0, +o00].
La probabilité qu'un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie inférieure & 1000 heures est donnée par :

1000

p(X < 1000) = / 0,0006e 0007 qg = [ =00067) 00 — g _ =06,
0
La probabilité qu'un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure & 500 heures est donnée par :
500
p(X >500)=1— / 0,0006¢ 00007 4 = 1 — [ 0:00002] 00 _ =03,
0

d) Loi normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance p et d’écart-type o lorsque pour tout
intervalle I la probabilité de I'événement <« X appartient & I > est égale a l’aire sous la courbe sur I de la

fonetion  définie par f(x) — ~os(25£)
onction éfinie par f(x) = e .
P oV 2T




» Remarque : L’aire totale sous la courbe est égale &4 1 (on dit que f est une densité de probabilité) et la courbe est
symétrique par rapport a l'espérance p. On a donc la situation suivante :

pX<p)=05 H  pX>=p=05
e Si une variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o alors pour tous réels « et
B,ona:
Y

pla< X <p) =

TI : DISTR (2nd+VARS) ; normalcdf (o, 8, i, 0)
CASIO : Menu STAT ; DIST; NORM ; NCD avec
Lower : a; Upper: B;0:0; u:p

N\~

p(X<a)=

TI : normalcdf (—10%, a, u, o)

CASIO : NCD avec

Lower : —10%; Upper : a; 0 :0; p: p

)

p(X =p)=

TI : normalcdf (3,10%, p, o)

CASIO : NCD avec

Lower : B; Upper : 10%: 0 :0; pu: p

e Valeurs remarquables :
p(p—o<X<pu+o)=0,68

p(p—20< X <p+20)=0,95
p(p—30 <X < p+30)=0,997

» Ezemple 1: (pour tester sa calculatrice)
Si X suit la loi normale d’espérance p = 58 et d’écart-type o = 6, on doit avoir :
p(52 < X < 64) = 0,682689 ; p(X <55)~0,308538 ; p(X >62)=~0,252493

» Ezemple 2: Le diametre X des barres métalliques sortant d’un atelier suit la loi normale d’espérance 12 mm (le
diametre attendu) et d’écart-type 0,08 mm. Un client refuse d’acheter des tubes dont le diameétre ne serait pas compris
entre 11,9 mm et 12,2 mm. On cherche & déterminer le pourcentage de tubes acceptés par le client.

p(11,9 < X < 12,2) = 0,888, donc 88,8% des tubes sont acceptés par le client.

» Fzemple 3: Une variable aléatoire suivant une loi normale est telle que p (X < 2) = 0,067 et p (X < 3) =0, 159.
On peut en déduire que p(X >2)=1-p(X <2)=0,933et p(2< X <3)=p(X <3)—p(X <2)=0,092.

10) Echantillonnage

a) Intervalle de fluctuation a 95%

Etant donné une population dans laquelle la proportion connue d’un certain caractere est p. Si on préleve, avec
remise, un échantillon de taille n dans cette population alors il y a 95% de chance (dans certaines conditions)
que la proportion f du caractére au sein de cet échantillon appartienne a 'intervalle :

[p— 1,96\/@; D+ 1,96¢p(1ni_p)1

Cet intervalle est appelé intervalle de fluctuation & 95% de I’échantillon associé & la proportion p.




b) Prise de décision a partir d’un intervalle de fluctuation

Etant donné une population dans laquelle on suppose que la proportion d’un certain caractére est p. Si
on préleve, avec remise, un échantillon de taille n dans cette population et si la fréquence réelle observée f
du caractere dans cet échantillon est comprise dans I’intervalle de fluctuation alors on dit qu’on accepte
au seuil de 95% I’hypothése que la proportion réelle du caractére dans la population est bien p
(dans le cas contraire, on dit qu’on rejette ’hypothese).

» Ezemple : Un candidat pense que 52% des électeurs lui sont favorables. On préléve avec remise un échantillon de
500 électeurs : 47% des électeurs interrogés de cet échantillon se déclarent favorable au candidat en question.
L’intervalle de fluctuation de I’échantillon associé & la proportion de 52% est [0,476; 0,564] car :

0,52 x 0, 48 0,52 x 0, 48

0,52 —-1,96 500 ~ 0,476 et 0,52 41,96 =00 ~ 0, 564.

0,47 étant en dehors de l'intervalle de fluctuation, on peut rejeter au seuil de 95% I’hypotheése du candidat selon
laquelle 52% des électeurs lui sont favorables.

c¢) Estimation par un intervalle de confiance

On cherche a connaitre une estimation de la proportion p inconnue d’un certain caractére au sein d’une po-
pulation. Pour cela, on préleve avec remise un échantillon de taille n au sein de la population et on note f la
proportion observée du caractére au sein de 1’échantillon. Il y alors 95% de chance (dans certaines conditions)
que la proportion p du caractere au sein de la population totale soit comprise dans I'intervalle :

[f—l,%\/f(ln_f); f+1,96@/f(1n_f>]

Cet intervalle est appelé intervalle de confiance a 95% associé & la proportion f.

» FEzemple : Un sondage réalisé sur un échantillon de 1000 personnes attribue & un candidat un score de 18%.
L’intervalle de confiance & 95% associé & cette proportion observée de 18% dans 1’échantillon est [15,6% ; 20, 3%] car :

0,18 x 0,82 0,18 x 0,82
0,18 — 1,961/~ %2 0,156 et 0,18 + 1,96,/ "% ~ 0, 203.
’ : 1000 100 et 0,18+ 1, 1000 ’



