L'ESSENTIEL DU COURS

Les probabilités conditionnelles prennent en compte les informations concernant l'issue
d'une expérience qui modifient la probabilité des événements liés a cette expérience. On
parle de probabilités conditionnelles lorsque deux événements d’'une expérience aléatoire
se réalisent I'un aprés I'autre. On regarde alors I'influence du premier sur le second.

Qu’est-ce qu’une probabilité ?

On part d'une expérience aléatoire E, on détermine I'univers Q
(Il'ensemble de toutes les issues possibles de I'expérience aléatoire) ;
e €1

Définir une probabilité, c’est associer a chaque issue e, un nombre p, de
facon que les deux propriétés suivantes soient vérifiées: 0 < p, < 1et
p+p,+..+p, =1

Généralement, pour déterminer les probabilités (les nombresp), on

onaQ={e,e

a deux possibilités :

soit on fait une hypothése d’équiprobabilité et on associe a toutes
les issues la méme probabilité p, = 1 ;

soit on fait une étude statistique et on définit alors p, comme la
fréquence de I'issue e, au cours d'un grand nombre de répétitions.
La probabilité d’'un événement A dans le cas équiprobable est :

P(4)

Ce qu'on énonce parfois sous la forme :

_nombre d’éléments de A.
nombre d éléments de Q

nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

Comment calculer une probabilité conditionnelle ?
On considére une expérience aléatoire et deux événements A et B

quelconques de probabilités non nulles. Lévénement A est réalisé
puis I'événement B. On peut visualiser la situation en utilisant un

arbre pondéré : P(B)_B PMANB)
PA) 4 < _ _

PB~B PAND

N P«B) B PANB)

PA) >4 _ _

pBE PAND

MOTS CLES

La « probabilité de I'événement B sachant que I'événement A est
réalisé », notée P,(B), peut se calculer en utilisant un arbre.
En effet, on a :P(A N B)=P(4) x P,(B), donc P,(B)=
(siP(A) #0).

Par analogie, on en déduit que la « probabilité de I'événement A
P(A N B)

P(B)

P(A N B)
P(A)

sachant quel'événement Bestréalisé » notéeP, (A),seraégalea:
(si P(B) # 0).
Propriétés : P (B) +P,(B)=1;
P(A) x P, (B
p ()~ PANB) _P@)xP,(B)
B P(B) P(B)
P (BUC)=P, (B)+P,(C)-P (BNC).
Exemple : dans une population lycéenne, 40 % des éléves aiment les

mathématiques, 25 % aiment la physique et 10 % aiment a la fois les
mathématiques et la physique. On prend un éleve au hasard. Quelle
est la probabilité pour qu’il aime la physique, sachant qu’il aime les
mathématiques ? Soit A I'événement « I'éleve aime les mathéma-
tiques » et BI'événement « I'éléve aime la physique ». Lénoncé donne
P(A) = 0,4 ; P(B) = 0,25 et P(A N B) = 0,1. On cherche la probabilité pour
que l'éleve aime la physique sachant qu’il aime les mathématiques,
C'est-a-direla probabilité de Bsachant A : P, (B) = PBNA)_o1_ 0,25.
PA) o4
Comment montrer que deux événements sont
indépendants ?
Intuitivement, deux événements sont indépendants si la réalisation de
I'un de ces événements n’influe pas sur la probabilité de I'autre. On doit
doncavoir : P, (B) = P(B).
AetBsontdoncindépendants siet seulement si:P(A N B) = P(A) x P(B).
Attention a ne pas confondre incompatibles et indépendants :
A et B sont donc incompatibles si et seulement si: P(AN B)=0;
AetBsontdoncindépendantssietseulementsi P(A N B) = P(A) x P(B).

EXPERIENCE ALEATOIRE
Une expérience aléatoire est une
expérience dont l'issue (le résul-
tat) dépend du hasard.

UNIVERS

Soit E une expérience aléatoire.
On appelle univers l'ensemble
constitué de toutes les issues pos-
sibles de cette expérience.

EVENEMENT

- Soit E une expérience aléatoire
etQ={e, e, .., e} l'univers as-
socié a E. On appelle événement
de T'expérience aléatoire E tout
sous-ensemble de Q.
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+ On appelle événement élémen-
taire, un événement constitué
d'un seul élément de Q, clest-
a-dire constitué d'une seule
issue {e }.

« La probabilité P(A) d'un événe-
ment A est la somme des probabi-
lités des issues qui le constituent.

ISSUES ]::QUIPROBABLES
Soit Q = {e, e, .., e) l'univers
d’une expérience aléatoire E.

Si toutes les issues ont la méme
probabilité p, = % , on dit que
l'on est dans wune situation
d’équiprobabilité.

CARDINAL

(D’UN ENSEMBLE)

Soit E un ensemble fini. Le cardi-
nal de E est le nombre d’éléments
de cet ensemble. On le note card E.

PARTITION

» Une partition est un ensemble
d’événements qui séparent en
«paquets  distincts »  toutes
les issues d'une expérience
(c’est-a-dire l'univers). Les évé-
nements A, A, .., A réalisent
une partition de l'univers Q si :
AUA U . UA =Q;

A NA = & pourtout i #j .
+ On consideére souvent la parti-
tion élémentaire A, A.

VARIABLE ALEATOIRE

Soient E une expérience aléatoire
etQl'univers associé. Une variable
aléatoire X est simplement une
application qui, a chaque issue
de l'univers, associe un nombre
réel. Autrement dit, en langage
fonctionnel, c'est une fonction
de l'univers dans 'ensemble des
nombres réels, X: Q — R.
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Formule de Bayes

Comment utiliser la formule des probabilités
totales ?

Ayant une partition A, A, .., A , on considére un événement B quel-
conque. En écrivant que les issues qui constituent B se séparent en celles
quiappartiennenta A, celles qui appartiennentaA,, .., celles qui appar-
tiennentaA ,onobtient:P(B)=P(BNA )+ PBNA )+..+P(BNA ).
Sachant que P(B N A) = P(A,) PA,(B), on peut aussi écrire :

P(B) = P(Al)PA, (B)+ P(A, )PAZ(B) ot P(AH)PA,, (B).

Dans le cas de la partition élémentaire avec A et A, pour tout événe-

ment B,ona:P(B) = P(A N B) + P(A N B).

Qu’est-ce qu’une loi de probabilité ?

Eestune expérience aléatoire et Q1'univers associé. Soit une variable aléa-
toire X définie sur Q. X(Q2) étant I'ensemble des valeurs prises par X,ona
X(Q)={o;1;2;3;..;n}

UN ARTICLE DU MONDE A CONSULTER

» Maladie de Lyme, une énigme coriace p. 47-49

La loi de probabilité de X attribue a chaque valeur x, la probabilité
p, de I'événement (X = x,) constitué de les événements élémentaires
dont I'image par X estx,.

On la présente généralement sous la forme d'un tableau a double entrée :
X x X x

. 2 ; total

P P, P, p, 1

Onaalorso < p < 1,avecpi:P(X:x,.),et2pi =1.

Qu’est-ce qu’une loi binomiale ?

On consideére une expérience aléatoire E, un événement A lié a E de
probabilité non nulle, avec P(A) = p. On appelle « succes » la réalisation
de A et « échec » celle de A.

On répete n fois I'expérience E dans des conditions identiques et
de maniére indépendante. Soit X la variable aléatoire comptant le
nombre de succes au cours des n répétitions. X suit une loi binomiale
de parametres n et p, notée B(n, p).

X(Q)={o;1;2;3;..;n}

(Pascale Santi, Le Monde daté du 04.07.2018) Onaalors: P(X = k) = (1) p*q"* avec q = 1 - p.
EVENEMENTS DISJOINTS x Ix Ix |. Ix Jtotal] VARIANCE -+ On a aussi : V(X) =
On dit que deux événements A et : : . - Soit X une variable aléatoire sur 1 2 [ ¥y
“nx*+nx>+..+n x> |-X
B sont disjoints ou incompatibles P p P P |t une population de taille n : n|:nl X P p]

lorsqu’ils n'ont aucune issue (ou

événement élémentaire) en com-
mun. Dans ce cas,on a:

+PANB)=0;
« P(A U B) = P(A) + P(B).
ESPERANCE

« Soit X une variable aléatoire
dont la loi de probabilité est p, =
P(X = x) pour 1<1i<n. Autre-
ment dit, la loi de X est :

Lespérance de X est le nombre
réel, noté E(X), défini par :

E(X) =ip,_x,_

=pX, +PX, t.+DX.
+ Lespérance est la « moyenne »
des valeurs prises par X lors d'un
grand nombre de répétitions de
l'expérience.

n, est l'effectif de x, (nombre de
fois ou I'on prend la valeur x)).

- Soit X la moyenne de X. La va-
riance de X est le nombre noté
V(X) et défini par :

VX) = <[ n,(x, - X) +n, (x, - X)?
n

+ .+ np(xp —X’)Z]

be X |, |- [x |[total . .La var.iance est un parametre de
Fffectit L dispersion de la série. Elle mesure
et n, |-, 0 la facon dont les valeurs de X se

dispersent autour de la moyenne.

ECART TYPE

« Lécart type d’'une série statistique
simple ou d’'une variable aléatoire
X est le nombre 5(X) égal a la racine
carrée de la variance : s(X) =/V(X).
+ Lécart type mesure la facon
dont les valeurs de X se dispersent
autour de la moyenne.

Probabilités conditionnelles



EXERCICES PAS A PAS

Une jardinerie vend de jeunes plants darbres qui
proviennent de trois horticulteurs : 35% des plants
proviennent de I'horticulteur H, 25 % de I'horticulteur H,
et le reste de I'horticulteur H,. Chaque horticulteur livre
deux catégories d'arbres : des coniferes et des feuillus. La
livraison de I'horticulteur H, comporte 80 % de coniferes,
alors que celle de I'horticulteur H, n’en comporte que 50 %
et celle de I'horticulteur H, seulement 30 %.

1. Le gérant de la jardinerie choisit un arbre au hasard dans son stock.
On envisage les événements suivants :

H_ : «I'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur H » ;

H,: « I'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur H, » ;

H,: «I'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur H, » ;

C: « I'arbre choisi est un conifere » ;

F: «T'arbre choisi est un feuillu ».

a) Construire un arbre pondéré traduisant la situation.

b) Calculer la probabilité que I'arbre choisi soit un conifére acheté

chez I'horticulteur H,.

¢) Justifier que la probabilité de I'événement C est égale a 0,525.

d) L'arbre choisi est un conifére. Quelle est la probabilité qu'il ait été

acheté chez I'horticulteur H, ? (On arrondira a 1073.)

2. On choisit au hasard un échantillon de 10 arbres dans le stock
de cette jardinerie. On suppose que ce stock est suffisamment
important pour que ce choix puisse étre assimilé a un tirage avec
remise de 10 arbres dans le stock.

On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de coniféres
de I'échantillon choisi.

a) Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les para-
meétres.

b) Quelle est la probabilité que I'’échantillon prélevé comporte exac-
tement 5 coniféres ? (On arrondira a 1073))

¢) Quelle est la probabilité que cet échantillon comporte au moins
2 feuillus ? (On arrondira a 1073.)

La bonne méthode

1. a) Interpréter les données de I'exercice et les placer dans
I'arbre pondéré.

b) Appliquer la formule des probabilités composées.

c) Mettre en évidence une partition, puis appliquer la formule
des probabilités totales.

d) Appliquer la formule des probabilités conditionnelles.
2.a) Vérifier les conditions permettant de prouver que X suit
bien une loi binomiale.

b) Utiliser la formule de la loi binomiale.

c) Utiliser la notion d'événement contraire et la formule de la

loi binomiale.

Dans un pays, ily a2 % de la population contaminée par un
virus. On dispose d'un test de dépistage de ce virus qui a les
propriétés suivantes :

— la probabilité qu'une personne contaminée ait un test
positif est de 0,99 (sensibilité du test) ;

— la probabilité qu'une personne non contaminée ait un
test négatif est de 0,97 (spécificité du test).

On fait passer un test a une personne choisie au hasard
dans cette population. On note V I'événement : « la per-
sonne est contaminée par le virus », et T I'événement : « le
test est positif ». V et T désignent respectivement les évé-
nements contraires de Vet T.

1. a) Préciser les valeurs des probabilités P(V), P,(T) et P, (T).
Traduire la situation a I'aide d'un arbre de probabilités.

b) En déduire la probabilité de 'événement VN T.

2. Démontrer que la probabilité que le test soit positif est 0,0492.

Probabilités conditionnelles

3. a) Justifier par un calcul la phrase : « Si le test est positif, il n'y a
qu’environ 40 % de “chances” que la personne soit contaminée ».

b) Déterminer la probabilité qu'une personne ne soit pas contaminée

par le virus sachant que son test est négatif.

(Les résultats seront donnés sous forme décimale en arrondissant a1074.)

La bonne méthode

1. a) Utiliser les données de I'énoncé.

b) Appliquer la formule des probabilités composées.

2. Utiliser la formule des probabilités totales.

3. a) Utiliser la formule des probabilités conditionnelles.

b) Utiliser de nouveau la formule des probabilités conditionnelles,

ainsi que la probabilité de I'événement complémentaire.



